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Correction Devoir maison n°11

Exercice 1 - Espaces Vectoriels

1. Le programme suivant permet de vérifier si un vecteur X appartient a F. Le résultat donné sera 1
si le vecteur appartient bien a F' et 0 sinon.

x
2. On considere F' = y | eMsi(R)|—2x+y+22=0ety—32=0
z
(a) On vérifie que
— F C M35;(R).
0
— 04+04+2x0=0et0—-3x0=0. Donc 0 €M3’1(R>.
0
T Y1
— Soilent X = | 2o | € F,Y =1 y2 | € Fet A € R Onadonc —x;+ x9 + 223 = 0,
T3 Y3
9 —3x3 =0¢et —y; +y2 + 2y3 = 0, yo — 3ys = 0. On étudie
A1+ Y1
)\X+Y: )\ZL’Q—f-yQ
AT3 + Y3

On a alors
—(Azy + 1) + Az +y2) + 2(Aws + y3) = = Az — Y1 + A%a + Yo + X225 + 23

= A=y + 22 + 223) + (—y1 + Y2 + 2y3)
=0

ainsi que

(Axe + y2) — 3(Azs + y3) = Axa + yo — 3\x3 — 3y3

= Mg — 3z3) + (Y2 — 3y3)
=0

On a montré que AX +Y € F et donc

F' est un sous espace vectoriel de M1 (R).

(b) On a
x
F = Yy EM371(R)‘—x+y+2z—Oety—3z

2
x

= y | € M31(R)|x =5bzety =3z
z
oz

= 3z ||z€eR
z
5

=<¢z| 3 |zeR
1
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C’est-a-dire que

5
F =Vect 3
1
1 —1 1
3. Dans M3 ;(R) on considere les vecteurs : u=| 0 |, v = 0 etw=1]1].
1 2 1

(a) On montre que (u,v,w) est une famille libre de M1 (R). Soient (A1, A2, A3) € R? tels que

)\1—)\2+)\3 :O
>\1U+>\2U+)\3U}:0<':> )\3 =0
/\1"‘2)\2"‘/\3 =0
/\1—/\2 :0
=AM +H20n =0
A3 =0
/\1—/\2 :O
< 3)\2 =0 LQ(—LQ—Ll
)\3 :O

<:)/\1:/\2=)\3:O

La famille (u,v, w) est une famille libre de M3, (R).

(b) On cherche (Ar, Ag, A3) € R? tels que

4 M—X+Ay =4
Mu+ v+ Xw=| -1 | < A3 =1
1 MA22 4Ny =1
)\1—>\2 :5
SN2 =2
N =1
/\1—/\2 :5
— 3/\2 =3 Lo+ Ly— 1L,
A3 —1
AN =4
<~ )\2 :—1
A3 =—1
4
Donc | =1 | =4u—-—v—w
1
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Exercice 2
Soit f: [-1;400] — R
r — xln(l+x)
On considere la suite (uy,)meny définie par uy €]0; +o00[ et, pour tout n de N, w1 = f(uy).
1. (a) On sait que

— La fonction z — 1+ z est de classe C? sur | — 1; +00] et est strictement positive sur cet
intervalle.

— La fonction  — In(x) est de classe C? sur ]0; +o0.
— La fonction z — z est de classe C? sur | — 1; 00|

Donc par composée et produit de fonctions de classe C2,

[ est de classe C? sur [0; +o0].

On calcule
Ve €| —1, , ff(x) =1In(1
x €] +oo[, f'(z) = In( +x)+1+x
et
1 (1+z)—x
Vo €] —1, , f(x) =
z €] =Ltool, S1@) = 5+ Ty
14+ 1
= +
(I+x)?2 (142z)?
Donc
2+x
Ve el -1 ") = ——5>0.
La dérivée seconde est strictement positive donc
la fonction f est convexe sur | — 1, +00[.

(b) Pour tout x > —1, f”(x) > 0 donc

‘la fonction f’ est strictement croissante. ‘

Or f/(0) = 0 donc la fonction f” est positive sur [0, +oo[ et négative sur | — 1;0.

Ainsi la fonction f est décroissante sur | — 1;0] et croissante sur [0, +-o0].
(c) On a 1_i>II_11$1I1(1 + x) = +o0 et EIJP xIn(1 + x) = +oo d’ou le tableau de variation suivant
z —00 0 +00
Signe de f'(x) — 0 +
400 +00
Variations
de f \ /
0
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(d) On résout

flz) =z <= zazln(l+z) =2z
<~ zhn(l+z)—2x=0
<~ z(In(l+2)—-1)=0

Onadoncz=0ouln(z+1)=1<=zr=c—1.

S={0,e—1}.

(e) On résout l'inéquation
flz) >z <= zln(z+1) >z <= z(ln(x+1) - 1) > 0.

A l’aide d’un tableau de signe, on remarque que cette inéquation est vérifiée pour = €] — 1;0]
et pour x €]e — 1;+00[. Donc

La courbe est au dessus de la droite y = = sur | — 1;0[ et sur Je — 1; +o0[.

(f) On trace la tangente horizontale en 0, 'asymptote verticale en —1 et la droite d’équation y = z.

4

2. On suppose dans cette question : uy € |0;e — 1].
(a) On montre par récurrence &, : {0 < u, < e— 1}.

— Initialisation : La propriété &, s’écrit "0 < ug < e — 1. Or Ainsi, &, est vraie.

— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. La fonction f étant
croissante sur |0,e — 1], on a

0<u,<e—1= f(0) < f(u,) < fle—1)
= 0<upp1 <e—1

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.
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— Conclusion : ’Pour toutneN, 0<u, <e—1 ‘

(b) On sait que Vx €]0,e — 1[,x > f(x) donc u, > f(u,) c’est a dire u,, > u, ;. La suite (u,) est
décroissante et minorée par 0. Elle est donc convergente.

(¢) Notons ¢ la limite de (u,). D’apres le théoréeme du point fixe, ¢ vérifie I’équation ¢ = f(¢). Et
d’apres la question 1(d), {=0oul=e— 1.
Or comme (u,,) est décroissant, on a nécessairement u, > ¢ et on sait que u, < e — 1. Donc

lim w, = 0.
n—-+o0o

Exercice 3

1
~In(x)’

1. La fonction f est de classe C? sur |0, 1] en tant que quotient de fonctions de classe C* sur |0,1 ne
s’annulant pas sur cet intervalle. De plus,

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(0) = 0 et, pour tout > 0, f(x)

i%%ln(x) =—00 et X1—1>I£loo X = 0

Ainsi

lim /() = 0= f(0)

Ainsi la fonction f est continue en 0 et donc sur [0, 1[.

Pour étudier la dérivabilité en 0, on étudie le taux d’accroissement

f@)=f0) mm -0 1

x—0 r  xln(z)

Or en utilisant les croissances comparées, lir% xln(x) = 0 et donc
T—

>

L@ - f0)
z;>0 z—0

‘Donc la fonction f n’est pas dérivable en 0. ‘

2. On a montré précédemment que la fonction f est de classe C* sur |0, 1[. On calcule la dérivée seconde

vz €]0,1],

vV €]0,1[, [f"(x)=
Or pour z €]0, 1], In(z) < 0 et

In(z) +2 <0 <= In(x) < -2
= ar<e?

On trace le tableau de signe pour f”
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T 0 e 2 1

Signe de In(x) - -

Signe de

In(z) + 2 B 0 +
Signe de
17 + O -
f"(x)

La fonction f est donc convexe sur |0, e 2 et concave sur Je™%; 1[.

3. La fonction f posséde un |unique point d’inflexion en z = e2.

et change de signe en ce point. La tangente en f en ce point :

y=fe?)(z—e?)+ f(e™?)

En effet sa dérivée seconde s’annule

) e? -2 —1 S
Or f'(e™?) = 7 et f(e™) = - Ainsi,

4. On trace la courbe

1.4
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